Theme n°4: GEOMETRIE : Barycentres, produit scaJgyéométrie dans I'espace et

transformations
Les compétenceSavoir placer, reconnaitre un barycentre ; calulin produit scalaire et en
déduire des propriétés métriques ;reconaitre uaedlation, une homothétie et leurs effets sur |es
figures géométriques . Conna”tre et reconnaitresiefaces usuelles de I'espace, savoir tracer |
section d’'un solide usuel par un plan donné depkes.

LES OUTILS

BARYCENTRES
Dans le plan ou dans lI'espace (A,a) , (B,b) ethCsont tr0|s points pondérés tels que a + 5 ¢
Il existe un unique point G tel queEA + b GB +cGC =
Ce point est appeléarycentre des points pondérés (A,a) (B,b) et (C;c) .

» Propriété fondamental&i G est le barycentre de (A a), de (B tr)@(C Cc) avec a+b+#0, alors pour
tout point M du plan (ou de I'espacedNA + b MB + C=

« Homogénéité Si G est le barycentre de (A ; a) , de (B ;tdex(C ; ¢) avec a+b+%x0, alors pour tout réel k
non nul, G est aussi le barycentre de .............oooiiiiiiiiii e e v e

« Isobarycentre On appelle isobarycentre trois pointsA, B ee®arycentre de( A ;a), de (B ; a) etde (C ; a)
L'isobarycentre de trois points non alignés A,tEeest le centre de gravité du triangle ABC. ( lgadoint
d’intersection de ses médianes.)

e Associativité: Si G le barycentre de (A, a) (B b) et (C c) aee b + ¢, et Hceluide (A,a), (B,b), avec
a+b#0, alors G est le barycentre de.. e

+ Coordonnéede plan est muni d’un repére (Of "; | )On donne A(X;ya) , B(Xs:ys) €t C(% ; Yo
Le barycentre G des points pondérés (A,a) ,(&,1,c) a pour coordonnées :

Xg = , .
° ce resultat s'éteridl’'espace avegs
Yo =

PRODUIT SCALAIRE
U etV sont deux vecteurs du plan :

U.V=..ccoosiieevvvieeeeenn......(avec les normes)

0o0- 00 .

U oV T e e (avec le cosinus)

00- 00~ . ,

U.V = . iiiiivieieieeeneennnn.... (@vec le projeté orthogonal )

Expression analytique dans une BON (; j ): u (x;y)et v (X ;y'): U .V =.....cccoce...

Pour tous vecteural” et v~ du plan, , pour tous réels aetb :

(1) U et v sontorthogonaux si et seulement si .

(B) UV = i,

0d - DDA)

(4 u.(v+w

00— 00—

(5) @) (DV) = oo




Droites :

= Toute droite du plan admet une équation dite rédigtla forme .................... OUX = ...oooiiiiiiiniinnnn.
= Une équation de la forme ax + by + ¢ = 0 aveddeou b# 0 est une équation dite ................ d’'une unique
droite

= On appelle vecteur directeur d’une droite (AB) tmeld:teur;l;f dont la direction est ](AB). .
= On appelle vecteur normal & une droite de vectizactur U~ tout vecteur non nuin~ orthogonal au .
= L’ensemble des points M du plan dont les coordosifée y) dans un repére orthonormé vérifient lléga

. a
ax + by + ¢ =0, avec#0 ou bz 0, est une droite de vecteur norrﬁéf(b)

Cercles :
= Dans un repére orthonormé, le cercle C de céiitg;y,) et de rayon R a pour équation :

= Le cercle de diamétre [AB] est I'ensemble des polittels que ..............ccceeeiiiiininn,

Relations métriques :
. . /N VAN T /\ T
Soit ABC un triangle. On pose a=BC, b=CA, c=ABR 7 BAC, B =ABC etC =ACB.

Relations d’Al Kashiaz = ................. bz2= ... C2 S

Formule de l'aire: S=............. S S

. a
Formule des sinus=—== ..........cccceeeeen. PP

SInA
Théoréme de la médiané\:et B sont deux points, et | est le milieu de [4Bors pour tout point M, on

TRANSFORMATIONS
Translations :
La translation de vecteut ', notée t;’, associe & chaque point M le point M’ tel que ........cc........

Si M’est image de M et N’ celle de N par une tséation alorsV'N" = .............ccccvveeennn,

Homothéties
L’homothétie de centre O et de rapport k, notée JkjQou h,. « associe a chaque point M le point M’ tel gge

Dans une homothétie, le centre, un point et sogénsant ..........................

Si M’ est I'image de M et N’ celle de N par une hatfrétie de rapport k aloM'N' = ...................

Effets sur lonqueurs, aires , volumes , barycentse, angles orientés et figures
UNE IrANS At 0N COM S IV ... et ittt e e e e e e e e e et e et et ettt et et e e e e e e e

Cestune .......ocveeviii i
Par une translation, I'image d’'une droite est .......et.l'image d'un cercleest............................
Une homothétie de rapport k conserve.............c..cceeeunnne .. Lmeltipliepar ........ccoooooiiii

Par une homothétie de rapport k,, I'image d'unetdrest ............ et 'image d'uncercle est................ooeeeennn,




ESPACE
VECTEURS COPLANAIRES

On dit que des vecteurs sont coplanaires lorsqadiaettent des représentants qui sont dans un piéme

. oo - o0 - o0 - . , .
U, v et w sontdes vecteurs tels que et w ne sont pas colinéaires. Alors :

00 -

«U”, vV et W’ sont coplanaires » « il existe des réels aetbtels que=av +bw .»
REPERAGE DANS L'ESPACE

Dans un repére (O ; j ;K
o SIA(XaiYa:Za)etB (% ;Ve;Zs)alorsAB ....ccccooviiiiiiiiaiinl,

* Le milieu | de [AB] @ pour COOrdONNEES ((....vvevneeineeeneeiieveaineeeaneaenns )

« Sile repére est orthonormal ai” (x;y;z){| Dﬁ*” S et
AB = ‘|A§|‘ PR URUUPRRTRS
SURFACES

= Tout plan paralléle au plan xOy admet une équatatésienne de la forme : ............
Tout plan paralléle au plan xOz admet une équaiastésienne de laforme: ...................
Tout plan paralléle au plan yOz admet une équat@otésienne de la forme : ..................

= Lasphérede centre A et de rayon R est I'ensemble degpdinde I'espace tels que
Une équation cartésienne de la sphére S de cerftxe Ay ; Z2 ) et de rayon R est :

= Lecylindre d'axe (D) et de rayon R est 'ensemble des pointdeMespace tels que la distance de M a (D) est
égale a R.. C'estne surface de révolutionengendrée par la rotation d'une droite (d) paleié( D) autour de
'axe (D). (d) est une génératrice du cylindre.

Une équation cartésienne du cylindre de rayon R

etdaxe (Oz) est: i,

etdaxe (OX) €St . i
etdaxe (Oy) est: i

= LecOnede sommet S, d’axe (D) et d’'angleest 'ensemble des points M de I'espace telsque M =S ou
— T

bien MSH =a. C’estune surface de révolutionengendrée par la rotation autour de ( Dhe'droite (d)
sécante a (D) en S. (d) est une génératrice e cd

A

Jr—”’

L’équation d’'un cone d’axe (O z) , de sommet O:e8t+ y* =\ Z, avecA = tarf( a ) olia est fe=
'angle formé entre I'axe et une génératrice. ]

i

\i

Une équation d’'un cone de sommet O, d'axe (OX) eSt........cccvevvvvnnnnn. LJ

Une équation d’'un cone de sommet O, d'axe (Oy) eSt.......covvviiiiiieninennnnn.




EXERCICES

Exercice 1 :
Déterminer le centre d'inertie de la plague évidée ABCD : au carré ABCD de c6té 5 cm on a enlevé le triangle
équilatéral ITK de coté 3 cm. I est le milieu de [AB]

Exercice 2: lieu géométrique dans le plan.

On appelle lieu géométrigue I'ensemble des points du plan (ou de l'espace) vérifiant une relation donnée.
ABC est un triangle. On note G le barycentre de (A,1) (B,2) et (C,3).

Soit M un point et u” et v les vecteurs définis par: U = MA + ZMB + 3MC et v = MA + MB - ZMC
1) Exprimer u dlaide de 6
2) Montrer que v est un vecteur constant non nul (indépendant de M)
3) Quel est le lieu géométrique des points M du plan tels que u~ et v soient colinéaires ?

4) Quel est le lieu géométrique des points M du plan felsque  u~ = v ?
5) Quel est le lieu des points M de I'espace tels que | U |‘ = | v |‘ ?

6) Quel est le lieu des points M de I'espace tels que “ u” |‘ = “ MA + MB | ?
Exercice 3 :

Soit ABC untriangle quilatéral de c6té a et D | symétrique de A par rapport a (BC).
1.  Quelle est la nture du quadrilatere ABDC ?
Calculez zn fonction de a, le produit scalaire AB AC

2
Etant donné un point M, vérifiez que : MB.MC = MA? + MA.AD + %

;
3

4. Quel est I'ensemble des points M tels que : MB.MC = MA? ?
5. Quel est I'ensemble des points M tels que : MB.MC = %2 ?

6

Tracez les ensembles obtenus en 4) et 5). Quelle est leur intersection ?

Exercice 4 :

Soit ABCD un tétraedre . On note I et J les milieux respectifs de [AB] et [BC].

Soit k le barycentre de (A1) et (D,3), soit L le barycentre de (C,1) et (D,3) et G le point concours des droites
(IC) et (AJ).

1. a. Faire une figure.
b. Exprimer I et J comme barycentre respectivement de A et B, de B et C.
2. a. Que représente G pour le triangle (ABC) ?

b. Exprimer alors G comme barycentre de A, B et C.

3. Soit H le point concours des droites (IL) et (JK).
a. Exprimer H comme barycentre de (A,a), (B,b), (C,c) et (D,d).
b. Montrer que H est le milieu de [DG].

Exercice 5 :
Soit G le cercle d'équation X +y? —6x —2y -3=0.
1. Déterminer les coordonnées de son centre Q et son rayon R.
2. Déterminer les coordonnées des points d'intersection de G avec l'axe des abscisses.
3. Soit A(1; - 2) et B(O; 3).
a. Vérifier que A appartient a G.
b. Déterminer une équation de la tangente D 5, en A au cercle G.
c. Déterminer une équation du cercle G' de diametre [AB].



Exercice 6 :
Le quadrilatére ABCD est un parallélogramme tel que :
AB=4cm,BC=5cmetCA=6cm.

— —
1 a. Calculer le produit scalaire BA-BC
b. En déduire une valeur approchée a un degré prés de la mesure de I'angle ABC.
— 3
2. a. Montrer que le produit scalaire BA-BD est égal & PR

b. Calculer alors la longueur BD.

c Déduire du a et du b une valeur approchée de I'angle ABD .

Exercice 7 :
ABCDEFGH est un cube de coté a et M désigne le centre de gravité H G
du triangle EBG.
o - 1— E ;
On se place dans le repére (A ; i ,] ,K ) orthonormal avec i ZEAB ,
j=1AD et k=ZAE. .
a a c

1. a. Pourquoi le repére est-il orthonormal ?

b. Quelles sont les coordonnées de A, B, C, D, E,F, G et Hen A 5
fonction de a?
2. a. Construire le centre de gravité M du triangle EBG.

b. Exprimer M comme un barycentre.

c. En déduire ses coordonnées en fonction de a.

— —
3. Montrer que les vecteurs DF et DM sont colinéaires. Que pouvez-vous conclure ?
Exercice 8 :
QCM : Choisir la ou les bone(s) réponse(s)
A B 4 D

L'équation x* +y*=1 | D'un cercle D'une sphére D'un cylindre D'un cdne
est une équation
Le cylindre d'axe Coupe (xx') en un A pour rayon \/1_4 A pour rayon \/E Passe par le point
(zZ') passant par point d'abscisse 2 B(-2:-1:20)
A(l:2:3)
Le cdone d esommet O Azpour i.qua‘rion A pour équation Passe par le point A pour angle s
et d'axe (zZ') passant | x“ =3y X2 + y?= 22\/5 B(3 :4 _i) 3
par A(3 ;\/5 :2) N3
Exercice 9 :

On considere le point A(1 ;0 ;1).
1. Déterminer une équation du cne T de sommet O , d'axe (O ; k) et qui passe par A.
2. Déterminer l'intersection de I et de la sphére S de centre O passant par le pointA.
3. Déterminer une équation du cylindre dont l'axe est (O ; J) et qui passe par A
4. Déterminer l'axe de révolution et le rayon du cylindre d'équation x* + z° = 8.

Exercice 10:
Soit C cdne d'équation cartésienne x* + y® = 42°,
1. Déterminer I'axe de ce cdne, et I'angle o formé par cet axe et une génératrice de C.

2. LepointA(-1;0; %) appartient-il au céne C ?




Exercice 11 :
ABC est un triangle et a un réel. On note f la tfransformation qui a tout poit M du plan associe le point M' défini
par MM’ = a MA + MB - 2 MC.
1. Dans cette question, on pose a = 1.Démontrer que f est une translation. Déterminer son vecteur.
2. Dans cette question , on pose a # 1.
a) Démontrer que f admet un unique point invariant 6. définir G comme barycentre des points A, B
et C.
b) Démontrer que GM' = (2- a) GM.
¢) Que dire de la transformation lorsque a = 2 ?
d) Déterminer la nature de f et ses éléments caractéristiques lorsque a # 2.
Exercice 12:
On donne les points A(1;3), B(-4 ; - 8) et C(1.7). On veut montrer qu'il existe une unique homothétie h
transformant OenBet AenC.
1. On suppose que h existe : quel est son rapport ?
2. Déterminer alors le centre I de h et conclure.
3. Déterminer I'équation de la droite (D') image de la droite (D) d'équation : y = x par h.



